Comptage de courbes sur le plan projectif 
éclaté en trois points alignés 

David Boiirqiii 



Résumé : Nous établissons une version de la conjecture de Manin pour le plan 
projectif éclaté en trois points alignés, le corps de base étant un corps global de 
caractéristique positive. 

Abstract : We prove a version of Manin's conjecture for the projective plane 
blown up in three collinear points, the base field being a global field of positive 
characteristic. 



Vers la fin des années 1980, une série de questions a été soulevée par Manin 
et ses collaborateurs (cf. |BM90l[FMT89| ) sur le comportement asymptotique 
du nombre de points de hauteur bornée des variétés de Fano définies sur un 
corps global, ce qui a initié de nombreux travaux. Ces dernières années, ces 
questions ont notamment été étudiées de manière intensive pour les surfaces 
de del Pezzo généralisées définies sur un corps de nombres, en suivant la 
stratégie initiée par Salberger dans |Sal98| . dont le principe consiste à relever 
le décompte des points de hauteur bornée à un certain torseur sous un tore 
au-dessus de la variété étudiée (en général un torseur universel). Dans de 
nombreux cas de surfaces, le problème de comptage « relevé » peut alors se 
traiter par des techniques de théorie analytique des nombres. Un des points 
cruciaux pour l'efficacité de la méthode est que l'on dispose d'équations ex- 
plicites pour les torseurs considérés. Voici un très bref aperçu des résultats 
obtenus dans ce contexte (nous renvoyons au survol |Bro07| pour plus de 
détails). Le premier exemple de surface de del Pezzo non torique à avoir été 
traité est dû à de la Bretèche : il s'agit de l'éclaté du plan projectif en 4 
points en position générale, i.e. de la surface de del Pezzo (lisse) de degré 
5 ( |dlB02| ). Par la suite, un certain nombre d'exemples de surfaces de del 
Pezzo singulières de degré 3, 4, 5 ou 6 ont été traités, essentiellement par de 
la Bretèche, Browning et Derenthal (cf. par exemple |dlBBD07l IdlBBOTj ). 
L'obtention d'un équivalent asymptotique pour le nombre de points de hau- 
teur bornée dans le cas des surfaces cubiques lisses semble notamment hors 
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de portée pour l'instant. 

Dans ce texte, nous étudions le problème dans le cas où la surface X 
considérée est le plan projectif éclaté en trois points aligné, le corps de base 
étant un corps global de caractéristique positive. Nous établissons une version 
de la conjecture de Manin dans ce cas (théorème 12.3p . Dans ce cadre, le 
problème a une reformulation géométrique simple : on cherche à évaluer le 
nombre de morphismes d'une courbe fixée ^ vers X de degré donné, quand 
le degré devient grand. Soulignons que la courbe ^ est supposée de genre 
quelconque dans notre étude, alors que les travaux cités précédemment sur 
les surfaces de del Pezzo généralisées se limitent en général au cas où le corps 
de base est le corps des rationnels. 

Nous suivons également la stratégie de Salberger : la première étape de la 
démonstration consiste à relever le problème de comptage au torseur universel 
au-dessus de X. Nous décrivons cette étape dans la section [U où nous nous 
plaçons en fait dans le cadre plus général d'une variété X dont l'anneau de 
Cox est supposé de type fini. De façon informelle, ceci permet de ramener 
le dénombrement des morphismes de ^ vers X de degré donné à celui de 
certaines familles de sections globales de fibrés en droites, sections astreintes 
à satisfaire deux types de conditions : elles doivent satisfaire les « mêmes » 
équations que le torseur universel et leurs diviseurs doivent satisfaire certaines 
conditions de coprimalité (conditions entièrement explicites en termes des 
données décrivant le torseur universel). On se reportera à la proposition 11. 201 
pour un énoncé précis. Une technique standard d'inversion de Môbius permet 
d'« oublier » la condition de coprimalité. Le plus ardu est de tenir compte 
des équations satisfaites par les sections dans le dénombrement. A cet égard, 
le cas le plus simple apparaît comme étant celui des variétés toriques, où 
il n'y a pas d'équations. On est alors ramené à estimer la dimension de 
certains espaces de sections globales, ce qui peut se faire via le théorème de 
Riemann-Roch, et mène à la démonstration de la conjecture de Manin dans 
ce cas. Ceci est fait dans |Bou03| . Dans cet article nous expliquons comment 
traiter la première condition dans le cas où X est le plan projectif éclaté en 
trois points alignés, où il n'y a qu'une équation pour le torseur universel, qui 
plus est particulièrement simple. Les techniques utilisées sont élémentaires et 
susceptibles de s'adapter à d'autres surfaces de del Pezzo généralisées dont 
le torseur universel est donné par une seule équation (cf. |Der06| pour la 
classification de ces surfaces). 

Nous terminons cette introduction par quelques remarques : dans le cas 
où le corps de base est le corps des rationnels, l'étude du nombre de points de 
hauteur bornée sur le plan projectif éclaté en trois points alignés est traité 
via l'usage du torseur universel par Browning dans |Bro07| . Dans ce cas, 
le résultat découle aussi d'un théorème plus général de Chambert-Loir et 



2 



Tschinkel sur la validité des conjectures de Manin pour les compactifications 
équivariantes d'espaces affines définies sur un corps de nombres {cf. [CLTOOl 
ICLT02| ). Ces derniers auteurs utilisent des techniques d'analyse harmonique. 
Il est probable que leurs arguments s'adaptent dans le cas d'un corps global 
de caractéristique positive, mais ceci resterait à mettre en œuvre. 

1 Relèvement du problème de comptage au tor- 
seur universel 

1.1 Quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox 

Nous faisons quelques rappels sur la théorie des anneaux de Cox, initiée 
par Cox dans |Cox95b| dans le cas des variétés toriques. On peut la voir 
comme une généralisation des coordonnées homogènes sur les espaces pro- 
jectifs. Hassett et Tschinkel ont montré qu'elle fournissait un outil efficace 
pour la détermination explicite des équations de certains torseurs universels 

{cf. [îra4]). 

Soit k un corps et X une variété projective, lisse et géométriquement 
intègre définie sur k. On suppose que le groupe de Picard de X est libre 
de rang fini et déployé, i.e. Pic(Xj) coïncide avec Pic(Xfcsep) et l'action du 
groupe de Galois absolu est triviale. On suppose en outre que l'anneau de Cox 
de X {cf. |Has04| ). noté Cox(X), est de type fini. Soit {si)i^i une famille finie 
de sections globales (non constantes) qui engendrent Cox(X). Pour i E I, soit 
Vi le diviseur des zéros de Sj. On note Di = [Vi] sa classe dans Pic(X). On 
définit une Pic(X)-graduation sur k[{si)i^i] en posant deg(sj) = Di. 

Soit J^x l'idéal Pic(X)-homogène noyau du morphisme naturel k[si] — * 
Cox(X), de sorte qu'on a un isomorphisme Cox(X) ^ k[{si)]/ J^x- 

Soit Xq le complémentaire de la réunion des Vi pour i E I. On a la suite 
exacte classique 

— ^A;[Xo]VA;^ — > ®ZVi — >Fic{X) — >0. (1.1) 

D'après le lemme de Rosenlicht, k[Xo]^/k^ est un Z-module libre de rang 
fini. 

Notation 1.1 

On note Nx le Z-module A;[Xo]^/A;^. 

Dans la suite, on choisit arbitrairement une identification de Nx à un sous- 
groupe de /i;[Xo]^. 

Remarque 1.2 : Comme les sections Si engendrent Cox(X), le cône eff'ectif 



3 



de X, noté Ceff(X), est l'image du cône ©R^qÎ^î- En particulier, il est de 

type fini. □ 
Le tore de Néron-Severi Tns = Hom(Pic(X), G^) agit naturellement sur 

k[si] via 

t.Si=t{Di).Si (1.2) 

et cette action induit une action de T^s sur Cox(X). 

Soit D une classe ample de Pic(X) et Tx l'ensemble des points de Spec(Cox(X)) 
semi-stables vis-à-vis de la T^s-linéarisation sur le fibré trivial de Spec(Cox(X)) 
donnée par D (vu comme caractère de T^g). C'est un ouvert non vide T^g- 
stable. La théorie géométrique des invariants permet alors de montrer que 
le quotient géométrique de Tx par T^s existe et s'identifie naturellement à 
X. On montre en outre que Tx ^ X représente l'unique classe de torseurs 
universels au-dessus de X (cf. |Has04l [HKOO| ). 

Ainsi, si D est une classe ample de Pic(X), Tx est le complémentaire du 
fermé dont l'idéal est engendré par les éléments de Cox(X) homogènes de 
degrés {mD)m^i. En considérant des générateurs monomiaux de cet idéal, 
on voit que, pour un certain ensemble Jx de parties de /, Tx est la réunion 
des ouverts de Spec(Cox(X)) d'équation 

n^^^o (1-3) 

pour I' décrivant "Jx- Par ailleurs l'ouvert de Spec(Cox(X)) d'équation H-^j 7^ 

est un ouvert non vide inclus dans Tx. On le note Txfl. Pour tout i E I, 
l'image réciproque du support du diviseur 2)j est l'intersection du fermé de 
Spec(Cox(X)) d'équation Sj = avec Tx. En particulier le fermé d'équation 
Si = rencontre Tx. On a donc 

fl /' = 0. (1.4) 

On a Xo = Tx^o/T^s- 
Notation 1.3 

On note Tx^ tore Hom(Xx, G^). La suite exacte induit donc une 
suite exacte de tores déployés 

l^T^s^ G'^ ^ 1. (1.5) 

Notation 1.4 

On note N^ le sous-ensemble de N ^ formé des éléments d vériËant 

VnGXx, '^nidi = 0. (1.6) 

î6/ 
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Remarque 1.5 : D'après la suite exacte (jl.ip et la remarque 11.21 s'iden- 
tifie à l'image dans de l'intersection de Ceff(X) avec Pic(X)^. □ 

1.2 Application à la description du foncteur des points 

On se place toujours dans le cadre de la section 11.11 dont on conserve 
les notations. Nous allons utiliser la description de X comme le quotient 
géométrique Tx/T^s pour expliciter le foncteur des points de X. Le résultat 
est en fait une généralisation immédiate et naturelle de la description de Cox 
du foncteur des points d'une variété torique projective et lisse donnée dans 
|Cox95aj . 

Définition 1.6 

Soit S un schéma et (^î)ie/ une famille de Ëbrés en droites sur S. Une Nx- 
trivialisation de {Li)i(zj est la donnée d'une famille {cn)n<^Nx d'isomorphismes 

c^:®LT^Os (1.7) 

i 

vérifiant la conditions suivante : pour tout n, n' dans Nx, on a 

Cn ® Cn' = Cn+n'- (1-8) 

Remarque 1.7 : Deux A'x-trivialisations (c„) et (c^) de (^î)îg/ diffèrent par 
une unique famille d'isomorphismes : O5 — > Og vérifiant la condition 
(11.81) . i.e. par un morphisme de groupe Nx — ^ H^{S, Os)^ ■ En d'autres 
termes, l'ensemble des A^x-trivialisations de ('Cî)îg/ est un espace principal 
homogène sous l'action du groupe T/v^ {H'^{S, Os))- □ 

Notation 1.8 

Pour tout élément D de Pic(X) on note 

^l'^{de^', Y,d^Di = D}. (1.9) 

i 

Soit F un polynôme Vic{X) -homogène de k[si\, de degré D. Écrivons 

Soit S un k-schéma. Soit (£;i)ig/ une famille de fibres en droites sur S munie 
d'une N x-trivialisation {cn). Pour tout a = (ai) G tel que D = 
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pose £ja = ® 'C"'. Pour tout d G tel que ad on a donc d — a E Nx- 
L'isomorphisme Cd-a induit un isomorphisme 

^d,a : ^ila (1.11) 

tel 

Si a' = (ai) est tel que D = J^^^i^i) slIois a — a' E Nx et l'isomorphisme 
Ca-a' induit un isomorphisme 

l'a,a' '■ ^ ^a' (1-12) 

qui grâce à la condition p.Sp vérifie ta,a' o '^d,a = '^d,a' pour tout d G N^. 
Ainsi pour toute famille de sections globales {ui) on a 

c^dVd,aUufA=0 (1.13) 



si et seulement si 



iei 



Y, (^dVci,a' { ^Uf^ ) =0. (1.14) 



La condition i \1.13\\ sera alors notée 

F{u,) = 0. (1.15) 

022 omet donc dans cette notation la référence à la Nx-trivialisation (qui 
dans la suite sera toujours clairement indiquée par le contexte). 

Définition 1.9 

Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S est la donnée pour tout i E I 
d'un fîbré en droites Li sur S et d'une section globale Ui de £j, a22iS2 que 
d'u22e Nx-trivialisation (c„) de (£«), ces données étant astreintes à vérifier 
les conditions suivantes : 

1. Pour tout i E I, la section Ui induit un morphisme Os — > et par 
dualité un morphisme L^'^ O5. On demande que le morphisme induit 



® /Lri 0, (1.16) 



soit surjectif. 
2. Pour tout élément homogène F de J^x, on a 



F{ui) = 0. (1.17) 
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Un isomorphisme entre deux X -collections (c„)) et ((iLJ,M-), (c^)) 

est une famille d'isomoiphismes Li ^ L\ envoyant Ui sur u[ et Cn sur c'^. 

On note Cx{S) l'ensemble des X-collections sur S modulo isomorphisme. 
Remarque 1.10 : Il existe sur X une X-collection universelle : on prend 
£j = 0{Di) et Ui la section canonique de 0(Di). La A^x-trivialisation (c„) 
est donnée par la suite exacte (ll.ip (elle dépend du choix de l'identification 
Nx C klXo]""). Si TT : ^ ^ X est un fc-morphisme, ((7r*0(Di), 7r*Mi), (7r*c„)) 
est une X-collection sur S. On obtient ainsi une application fonctorielle en 
S 

Homfc(^,X) -^Cx(S). (1.18) 

□ 

Théorème 1.11 

L'application l\1.18h induit une bijection de Homfc(S', X) sur l'ensemble des 
classes d' isomorphisme de X -collections sur S. Ainsi X représente le foncteur 
qui à un k-schéma S associe l'ensemble des classes d' isomorphisme de X- 
coUections sur S. 

La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstration du 
théorème principal de |Cox95a| . Indiquons juste de manière informelle com- 
ment est construit le morphisme 5" — > X correspondant à la X-collection 
((£j,Mj), (c„)) : le morphisme en question associe à s G S' le « point de co- 
ordonnées homogènes {ui{s)) ». La suite exacte f ll.ip montre que le /-uple 
{ui{s)) est bien défini modulo l'action de T^s- Les conditions [H et [2] de la 
définition 11.91 assurent que {ui{s)) est dans 7x- 

On note Hom^ Xo('S', X) l'ensemble des /c-morphismes de 5* vers X dont 
l'image schématique rencontre l'ouvert Xq. 

Définition 1.12 

Soit S un k-schéma. Une X-collection sur S {{Li,Ui), (c„)) est dite non dé- 
générée si les sections Ui sont toutes non nulles. 

Compte tenu du fait qu'on a Xq = Tx^/T^s où Txfi est l'ouvert d'équation 
Yl^i 7^ 0, une adaptation immédiate de la démonstration du théorème 11.111 
permet également de montrer le résultat suivant. 

Théorème 1.13 

L'application ( ll.lSp induit une bijection de Hom^ Xo('S', X) sur l'ensemble des 
X -collections sur S non dégénérées modulo ismorphisme. 
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1.3 Description des morphismes de ^ vers X : montée 
au torseur universel 



On se place toujours dans le cadre de la section ll.li Soit ^ une courbe 
projective, lisse et géométriquement intègre définie sur k. On note g son 
genre. Pour d G N^, on cherche à décrire l'ensemble des /c-morphismes de 
vers X dont l'image rencontre Xq et tels qu'on ait 

VzG/, degr(A)=c?i. (1.19) 

On va montrer que cet ensemble se décrit bien en termes des données défi- 
nissant le torseur universel au dessus de X. 

On suppose pour simplifier que ^ admet un diviseur de degré 1 (ce qui 
sera de toute façon vérifié pour l'application que nous avons en vue, le corps 
k étant alors fini). 

Notations 1.14 

On fixe un diviseur de degré 1 sur 'tf, noté Di. On fixe également un sous- 
ensemble Pic (^) de Div°('^) de représentants de Pic°(^). 

On note Pic (^)x sous-ensemble de Pic ('^)^ formé des éléments (Ê^) 
vérifiant 

\/neNx, 5^ni(Si~0. (1.20) 

Remarque 1.15 : L'image de Pic {^)x dans Pic°(^)^ s'identifie donc au 
sous-groupe Pic''(^) ® Nx- □ 

Notations 1.16 

Pour tout Ê G Pic (^)x) on fixe une Nx-trivialisation de la famille 
(0.^(Êj)). Pour tout d G N^, ceci induit une Nx-trivialisation naturelle 
c^ d de la famille (0<^(Êi -|- di'Di)). Par la suite, sauf mention explicite du 
contraire, la famille (0<^(Êi -\- diDi)) sera toujours munie de cette trivialisa- 
tion. ^ ^ 

Pour tout (£ G Pic {^), et tout d eN on note 

J{e,rf = i/°(^,0^^(e + f/Di)) (1.21) 

et 

^ld = ^e,d\{0}. (1.22) 

Le lemme suivant est une conséquence classique du théorème de Riemann- 
Roch et nous sera très utile lors de la démonstration du résultat principal de 
cet article. 
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Lemme 1.17 

1. Si d ^ 2 g ~ 1, la dimension du k-espace vectoriel J{x),d est 1 — g + d. 

2. La dimension du k-espace vectoriel Oï^ a est majorée par 1 + d. 

Notations 1.18 

On note pour tout (B G Pic {"ifY, et tout d G 
On note 

"^LX^equiv = \_\ (1-24) 

deN^ 

Notations 1.19 

On note l'ensemble des points fermés de ^ et DiVeff(^) le monoïde des 
diviseurs effectifs de i. e. le monoïde abélien libre de base ^^^^ . 

Pour tout V G etDe DiVeff(^), on note v{T)) la multiplicité de T» 
en V. 

Pour toute famille (Tia)aeA de diviseurs effectifs de ^, on note 

pgcd((î)„),eA) = V Mm{v{V^)) v. (1.25) 

On pose 

Div,,x,p™ = {£ G DiVeffC^)^ pgcd ( V £, I = 0} (1.26) 

et 

^I,X,prim = {is^)e \J Ji^^, (div(s,)) G Div,,x,p„-^}. (1.27) 

Pour tout G Pic (^)x et tout d G N^, l'action diagonale naturelle de 
Tns(A;) sur 5Cê,d préserve le sous-ensemble {cf. notations 11.81) 

{{s.,) G n ?{^,x,p,i„, VF G ^x,homog, F{s,) = 0}, (1.28) 

où J^x.homog désigne l'ensemble des éléments homogènes de l'idéal J^x- 
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Proposition 1.20 

Soit d G N^. On a une bijection entre : 

1. les k-morphismes de ^ vers X dont l'image rencontre Xq et vériûant 

VzG/, degr(D,) = d, ; (1.29) 

2. la réunion des ensembles quotients 

(1.30) 

~0 , 

pour parcourant Pic (^)x- 
Démonstration : À tout élément de l'ensemble 

{(m,) nJ{^,;,,pri„, VFG^x,homog, F{s,) = 0} (1.31) 

on associe la X-collection non dégénérée 

{{0^é'{^i + di^i),Ui),ce,d) (1.32) 

(le fait que (uj) soit dans ^H!' j^ pj.;j^ signifie exactement que la condition [T] de 
la définition 11.91 est satisfaite). 

On va montrer que ceci induit une bijection de l'ensemble décrit dans 
le point [2] de l'énoncé de la proposition sur l'ensemble des classes d'iso- 
morphisme de X-collections non dégénérées ((Lj, Wj), (c„)) sur ^ vérifiant 
deg(£j) = di, ce qui donnera le résultat d'après le théorème 11.131 

Toute telle classe d'isomorphisme contient un élément de la forme 

{{0<^{iBi + di'D,),Ui),t.ce,d), (1.33) 
où ((£j) G Pic (^)x, Ui G J{g et {cf. la remarque 11.71) t est un élément de 
Deux X-collections 

i{0^4(Ei + di^^),Ui),t.ce,d) (1.34) 

et 

i{0^4iB, + d,J)^),u'i),t'.ce,d) (1.35) 

sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (Aj) G (k^)^ = G^(/c) 
tel que u[ = XiUi et t' = iixiK) t {cf. notation 11.3p . 

Ainsi dans toute classe d'isomorphisme, on peut trouver un élément de la 
forme (0<^'(Êi + S)i), (wj), c^,d). Par ailleurs les X-collections 

{{Ov{€i + diT)i),Ui),ce,d) (1.36) 
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et 

{{0^{(Bi + di^i),u[),ce,d) (1.37) 

sont isomorphes si et seulement s'il existe un élément (Aj) G G^(A;) tel que 
Ui = Xiu'i et 7rx(Ai) = 1, i.e. d'après p.Sp si et seulement s'il existe un 
élément (Aj) G T^s{k) tel que Ui = \iu[. Ceci montre le résultat. □ 



1.4 Inversion de Môbius 

On se place toujours dans le cadre de la section [L3l Afin de se « débaras- 
ser » de la condition (sj) G pj.ijjj apparaissant dans la proposition 11.201 
il est classique d'utiliser une inversion de Môbius. 

Proposition 1.21 

Il existe une unique fonction Hx '■ DiVeff(^)^ — ^ C vériûant 

VDGDiVeff(^)^ lDiv,,,,^_(D) = '"^(^) (1-38) 

Cette fonction vérifie en outre les propriétés suivantes : 

1. elle est multiplicative, c'est-à-dire que si £ eÉ D vérifient 

Wiel, pgcd(D„£,) = (1.39) 

alors on a 

fxxCr^ + £>) = f^xCD) fxx{^) ; (1.40) 

2. pour tout V G ^^'^^ et tout n G N^, /ix( (niv) ) ne dépend que de n (et 
pas de v) ; on note /ix(^) cette valeur. On a /ix(^) = s'il existe i tel 
que rii ^ 2 ou si rii = 1. 

Démonstration : Il suffit de reprendre la démonstration de la proposition 
1 de |Bou03| . Notons que la dernière assertion découle aussitôt du fait que si 
^ Ui = 1 alors {{riiv)) est dans Div/x,prim ce qui provient de p. 41) . □ 
Remarque 1.22 : Notons {0,1}^ l'ensemble des éléments (nj) G {0,1}^ vé- 
rifiant 




(1.41) 



On a alors 

VnG{0,l}^ l{o,i}5,(n)= ^\{m). (1.42) 

En particulier, si n G {0, 1}^ \ {0}, on a /U^(n) = 0. □ 
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Notation 1.23 

Si A est un ensemble, n un élément de {0, 1}"^ et L un corps, on pose 

= {{xa) e L^, Va G A, x„ = si n„ = 1}. (1.43) 

On suppose à présent que k est un corps fini de cardinal q. Pour v G 
on note le degré de v et k„ le corps résiduel, de sorte que = q^" = q^- 

Notation 1.24 

Pour n G {0, 1}^, on pose 

de..s.,.,(n)a' *'W^''" "IfJ- (1.44) 

Lemme 1.25 

On a la relation 

J2 f^'xin) densx,(n) = (1 - q^'Y'^^^^^^^- (1-45) 
n.e{o,iy 

Démonstration : On a 
V(a;,) G K^, ( 3/' G ax, n ^ ^ ^ {0' ^ix. i^Ù i < ) (1-46) 

On en déduit l'égalité 

= {(xi) G /î^, Vn ^ {0, l}f , (x,) ^ <, VF G ^x, = O} 

(1.47) 

Ainsi, d'après p.42p . on a 

lrx(fc„) = ^°(^) l{(x,)Gfcî?, VFG,yx,i^(a;»)=o}- (1-48) 

rie{0,l}^ 

On en tire 

Y. /Ndensx,.(n) (1.49) 

Pour conclure il suffit de remarquer que comme X est le quotient géométrique 
Tat/Fns et Tns est déployé on a 

et dim(rx) = rg(TNs) + dim(X). □ 
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1.5 Conjectures de Manin 

On se place toujours dans le cadre de la section [T73l On suppose désormais 
pour tout le reste de l'article que le corps de base k est fini de cardinal q. On 
note 

DgDiVeffC^) 

la fonction zêta de Dedekind de la courbe ^. 

Soit D un élément de Pic(X) situé à l'intérieur du cône eff'ectif. Pour tout 
ouvert U de X, on note, pour d ^ 0, Njj^u^d) le cardinal de l'ensemble des 
fc-morphismes f : ^ ^ X dont l'image recontre U et qui vérifient 

deg nD) = d. (1.52) 

Ce cardinal est fini si U est assez petit (et toujours fini si D est ample par 
exemple). 

Les conjectures de Manin tentent alors de prédire le comportement asymp- 
totique de Nu^u^d) lorsque d tend vers l'infini. Nous énonçons une version 
possible de cette conjecture dans le cas où D est la classe du fibré anticano- 
nique. 

Pour cela, on définit, suivant Peyre, les constantes 

a(X) = lim(l -T)''s(P'^™ ^ t(^'M) (1.53) 

^ 3/eCeff(x)vnPic(x)v 



et 



Urg{Pic{x)) ir^ [ 



7(X) f lim^(l - qT) Z.,{T) g^^"^) ^^'-^ J] (^-^ 

^^^^ ^ «g^^(o) 



V I dim(X) 

(1-54) 

Nous renvoyons à |Pey03| pour la justification du fait que ces constantes sont 
bien définies. L'argument de loin le plus délicat concerne la convergence du 
produit eulérien figurant dans la définition de 7(X), pour lequel on invoque 
les conjectures de Weil démontrées par Deligne. Il est à noter que dans tous 
les cas oii la conjecture de Manin a été établie, la convergence peut être 
démontrée directement, sans faire appel à un résultat aussi fin. 

Question 1.26 

SoiÉ 

b = Max{d e N>o, ^ [uJx^] e Pic(X)}. (1.55) 



d 

A-t-on, pour tout ouvert U de X assez petit, 



N^zwi^d)^^ a(X)7(X)d'^^(P'^™-^g^'^ ? (1.56) 
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Une stratégie classique pour l'étude asymptotique de Nj:,^u{d) est d'essayer de 
préciser le comportement analytique de la fonction zêta des hauteurs associée, 
i.e. la série génératrice 

Dans cette optique, rappelons d'abord deux énoncés taubériens élémentaires, 
conséquences directes des estimations de Cauchy. 

Proposition 1.27 

Soit {an) G C^, a G C* et k ^ 1 un entier. On suppose que la série ^an.z" 
a pour rayon de convergence \a\ et que sa somme se prolonge en une fonction 
f{z) méromorphe sur un disque de rayon strictement supérieur à \a\, ayant 
en a un pôle d'ordre k et des pôles d'ordre au plus k — 1 en tout autre point 
du cercle de rayon \a\. Alors on a 

an = {\im{z-aff{z))n''^^a-''+ (n^"' lap") . (1.58) 
Définition 1.28 

On dit que la série ^ a„ z"' (à coefficients complexes) est majorée par par la 
série '^bnZ"' (à coefficients réels positifs) si ou a |a„| ^ 6„ pour tout n. 

Proposition 1.29 

Soit (an) G C^, k ^ 1 un entier et p > un réel. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 

1. on a 

an= K^V""); (1-59) 

n— >+oo 

2. la série ^ anZ^ est majorée par une série dont le rayon de convergence 
est supérieur à p et dont la somme se prolonge en une fonction mé- 
romorphe sur un disque de rayon strictement supérieur à p, ayant des 
pôles d'ordre au plus k sur le cercle de rayon p. 

Définition 1.30 

On dit que ^a„2;" est p-contrôlée à l'ordre k si elle vériBe les conditions de 
la proposition \1.2ÇA 

Dans le cas où D = [^^x^] peut énoncer la variante analytique suivante 
de la question ll.26[ 

Question 1.31 

On conserve les notations de la question \1.26i On note Z^-i uiT) la série 
telle que Z^-i jj{T^) = Z^~i jj{T). Est-il vrai que si U est assez petit, la série 
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ijiT^ a pour rayon de convergence q ^ et que sa somme se prolonge en 
une fonction méromorphe sur le disque \z\ < g^<^+^ ayant un pôle d'ordre 
rg(Pic(X)) en z = q^^ , et des pôles d'ordre au plus rg(Pic(X)) — 1 en tout 
autre point du cercle de rayon q~^ , et vériËant 

^lim^ (T _ ç-^)'-s(P^^W) Z^_,_^(T) = a{X) ^{X) (1.60) 

Si la question 11.261 admet une réponse positive, alors d'après la proposition 
11.271 la question 11.311 admet une réponse positive. 



1.6 Relèvement au torseur universel pour la fonction 
zêta des hauteurs 

On considère toujours un élément D de Pic(X) situé à l'intérieur du cône 
effectif. Nous nous plaçons à présent dans le cas où U = Xq et expliquons 
comment s'exprime au niveau de la fonction zêta des hauteurs la montée 
au torseur universel (donnée par la proposition 11. 20p du décompte des mor- 
phismes de degré borné. 

Soit {rii^c) G N{,q tel que D = J2i ^i,D ['^i] ■ Nous avons d'après les 
propositions 11.201 et 11.211 



\ i,A,equiv j,A,prim 



(1.61) 



E 

^ '■■'^ i,A,equiv 
VFe^X.homog, F{S^) = 



( 

y £i^div(si) 



T 



(1.62) 



EeDiVeffCr)^ 



V i,A,equiv 

div(si)^£i 
\vF6.J6f,homog, F{s,)=Q 



T 



(1.63) 
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Notation 1.32 

Pour tout élément £ G Diveif(^), on note S£ la section canonique de 0<^(£). 
Notations 1.33 

SoitE G Diveff(^)^ OnnoÉePic (<^)^ g i'ensembie des éiémenfcs € G Pic (^)^ 
vérifiant _ 

(1.64) 



^ + (e,-deg(e,)2)i) GPic C^);^. 



Remarquons que le morphisme « classe dans le groupe de Picard » induit une 
bijection de Pic ('^)^ £ sur le sous-ensemble de Pic°(^)^ donné par 



- ([£,] - deg(£,) [Di]) + Pic°C^) ® Nx. 



(1.65) 



Pour d G N^ vériûant di > deg(£i), eÉ (S G Pic ('^)^ 022 notel^xi.d, 8, (£) 
ie cardinal de l'ensemble des éléments 



vérifiant 



VF G ^x,iomog, ^(si.sgj = 0. 

Ainsi on a 



(1.66) 



(1.67) 



eeDiveffW^ 



/ 

yû!i^dcg{£i) 



(1.68) 



Remarque 1.34 ■' La remarque 11.51 permet de réécrire l'égalité (11.681) en 
termes du cône effectif de X, i.e. sous la forme 

( \ 

J2 Xx(((2/, A)),e,e)T<^-^> 

yGPic{X)VnCeff(X)v 

\ {y,D,)^deg{Ei) / 

(1.69) 

□ 

Comme dans le cadre des corps de nombres, cette montée au torseur uni- 
versel ne constitue qu'une première étape dans une éventuelle démonstration 



£eDiveff(^^)^ 



CGPic C^Yj^ e 
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de la conjecture de Manin pour X. La tâche difficile consiste à évaluer de 
manière suffisamment précise le comportement asymptotique de la quantité 
3Nfx(d, £, ^). Comme déjà indiqué dans l'introduction, le cas le plus favorable 
à cet égard est celui où X est torique, car l'idéal J^x est alors nul : il n'y a 
pas d'équation à prendre en compte. Dans la suite de cet article, nous expli- 
quons comment traiter le cas du plan projectif éclaté en trois points alignés, 
cas où le torseur universel est donné par une unique équation, qui plus est 
particulièrement simple. 

2 Le cas du plan projectif éclaté en 3 points 
alignés 

2.1 Description du torseur universel au-dessus du plan 
éclaté en 3 points alignés 

Soit pi, p2, trois points alignés du plan projectif et S la surface obtenue 
en éclatant ces trois points. Soit po un point du plan projectif qui n'est pas 
sur la droite (pi,P2,P3)- On note {£i)i=ix^ les diviseurs exceptionnels de 
l'éclatement, £o le transformé strict de la droite {pi,P2,P3) et {J^i)i=i,2,3 les 
transformés stricts de droites {pi,Po). 

D'après [Der06| {cf. également |Has04| ). on peut trouver des sections glo- 
bales Si (respectivement ti) de diviseur Si (respectivement JFj) tel qu'on ait 
un isomorphisme 



3 



Cox(5) 



fc[(Si)i=0,...,3, 



{U)i=l,2,3]/ Si U 



(2.1) 



1=1 



On a 



Pic (S) 



© Z [£i] 



(2.2) 



0^i<3 



et pour i = 1,2,3 



3 




(2.3) 



La classe du fibré anticanonique est 



3 




(2.4) 



i=l 
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On vérifie alors que Ts C Spec(Cox(S')) est la réunion des ouverts d'équa- 
tions 



Si S2tit2h 7^ 0, 


(2.5) 


S2S3tlt2ts ^ 0, 


(2.6) 


Si S3tit2t3 ^ 0, 


(2.7) 


Sq Si S2 ti t2 7^ 0, 


(2.8) 


SoSiSstits 7^ 0, 


(2.9) 


So S2 S3t2h ^ 0, 


(2.10) 


et Sq Si S2 S3 ^ 0. 


(2.11) 



Remarque 2.1 : On a d'après ce qui précède 

7-(î/-K']) = \ . (2.12) 

^ (1-T3)(1-T2)3 ^ > 

□ 

Remarque 2.2 : D'après ce qui précède, l'application 

{do, di, d2, d^) — > {do,di,d2,d3,do + di + d3,do + d2 + d3,do + di + d2) (2.13) 

est une bijection de sur (c/. la notation ll.4l) . Par la suite, on identifiera 
toujours à N"^ au moyen de cette bijection. 

De même, pour tout £ = (£o, (£i), (3^0) ^ Diveff(^)^, l'application qui à 
{Do,Di,D2,D3) e Pic°(^)^ associe 

Do, (A), [Do + [£o] - deg(£o) pi] + I] ( A + [£.] - deg(£0 [Di]) - [9^,] + deg(3^0 [Di] 

(2.14) 

est une bijection de Pic°('^)'' sur le sous-ensemble de Pic°(^)^ donné par 



^£o-deg(£o) [S)i],(£,-deg(£,) [2)i]), (3^,-deg(3^,) [^,])j+Pic\^)ç^Ns. 

(2.15) 

Ainsi (cf. la notation 11.331 et la remarque y figurant) l'application 

(Êo,(e,),(5,))^(eo,Êi,Ê2,Ê3) (2.16) 

composée avec le morphisme « classe dans le groupe de Picard » induit une 
bijection de PTc^C^)^ ^ sur Pic°(^)^ □ 
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2.2 Le résultat 
Théorème 2.3 

Soit pi, p2, Ps trois points alignés du plan projectif et S la surface obtenue 
en éclatant ces trois points. Soit Pq un point du plan projectif qui n'est pas 
sur la droite {pi,P2,P3)- Soit Sq l'ouvert de S obtenu en retirant les diviseurs 
exceptionnels de rêclatement, et les transformés stricts des droites {pi,P2, Ps), 
et {pi,po) pour i = 1,2,3. 
On a alors une écriture 

Z^-.^SoiT) = ZAq'T') Z.,{qTyZ{T) + Z^T) (2.17) 

où Z(T) est une série de rayon de convergence strictement supérieure à 
vérifiant 

z{q-') = n (1 - ^'Y'^'""''''' (2.18) 

et ZeriiT) est une série q'^ -contrôlée à l'ordre 2. 

La démonstration de ce théorème fait l'objet du reste de cet article. 

Corollaire 2.4 

022 a 



N^-i s (d) = a{S) -f{S) d ^ëiPHS))-iqd + o (c/ ^d^^ ^ (2.19) 

En particulier, la réponse à la question \1.2Œ est positive pour l'ouvert U = Sq. 



Démonstration : Notons qu'on a ici 5 = 1. Compte tenu du théorème 
12.31 et des propositions 11.271 et 11.291 il suffit de montrer qu'on a 

lim {T - q-'Y Z^^iq^T^) Z^iqT'f = a{S) ( lim {1 ~ qT) Z^^T)] 

(2.20) 

ce qui est immédiat au vu de la remarque 12. 1[ □ 

2.3 Démonstration du résultat principal : préliminaires 

Rappelons [cf. la remarque 12.21) que l'on a identifié à N^. Ainsi, 
en reprenant la notation 11.181 pour £ = (£o) (£j)î (^^j)) ^ DiVeff(^)'', <t = 

{(Bo,{^i),{di)) e Pic°(^)^e, et d G J4s{d,E,e) désigne le cardinal de 
l'ensemble des éléments 

(So, (Si), (ti)) G ?^Êo,rfo-deg(£o) ^ n^£i,d,-deg{£,) ^ Il ,^0+ E '^j -deg{;Fi) 

i i 

(2.21) 
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vérifiant la relation 

^ SitiSe^s:?, =0. (2.22) 

On pose 

Z{8.,(B,T)= J2 y<s{d,E„(B)T ^ . (2.23) 

û!o^deg(£o) 
rfi>deg(£i) 

D'après les sections [1.61 et [2TT1 la fonction zêta des hauteurs Z^-i g^(T) 
s'écrit alors 



(2.24) 



On pose pour 1 ^ i ^ 3 

^,(d, £) ^=^' do + E^^- + d^g(So) + E ^^g(S^) - d^g^^"^)- (2.25) 

Afin d'alléger un peu l'écriture, on change légèrement les notations : on dé- 
signe désormais par J^sid, £, Ê) le cardinal de l'ensemble des éléments 



deg(£,)-deg{5-,) 



(so, (si), (ti)) e X ]^^Kg^,d,. X n'^5„rfo+E'^j+deg(£o)+E 

(2.26) 

vérifiant la relation ti sg-^ = 0. 

i 

Un changement de variables immédiat dans l'expression (12.231) permet 
donc d'écrire Z{8., <B,T) sous la forme 

^3.o„^.,«E<.«,(M ^ K,(d.e,«)r"°*^Ç* (2.27) 

On définit 

0i(d, £) = 4 + f^i + deg(eo) + deg(£i) - deg(3^2) - deg(3^3) (2.28) 

et 02, 03 de manière analogue en permutant de manière circulaire les indices 
1, 2 et 3. 

Soit £ G Diveff(^)^ et e e Pic {"^Ys^^. Soit Zo(£, (£, T) la série définie par 
la formule (12.271) en restreignant le domaine de sommation aux d vérifiant la 
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contrainte suivante : il existe deux indices distincts k et k' avec 1 ^ k, k' ^ 3 
tels qu'on ait 

Md, ^) > 2 g - 1 (2.29) 

et 

4>k'{d,e)^2g-l. (2.30) 

Pour 1 ^ A; ^ 3, on écrit {1,2,3} = {k,k',k"}. Soit Zk{£.,(B,T) la série 
définie par la formule (I2.27P en restreignant le domaine de sommation aux d 
vérifiant les contraintes 

Md,8,)^2g-1, (2.31) 
0fc/(d,£) < 2^- 1 (2.32) 

et 

4>k"{d,8.) <2g -1. (2.33) 

Soit enfin ^4(8, ïB, T) la série définie par la formule (12.271) en restreignant 
le domaine de sommation aux d vérifiant les contraintes 

G {1,2,3}, (j)i{d,£,) <2g-l. (2.34) 

On a donc l'écriture 

3 

Z(£, (B, T) = Zo(£, ^, T) + 5^ Z,(£, T) + Z,{E, e, T). (2.35) 

k=l 

Expliquons en deux mots l'intérêt de cette décomposition. Comme on le 
verra à la section [331 nous allons utiliser le théorème de Riemann-Roch pour 
estimer la quantité ^^(d, £, ^). Pour d « grand », on obtiendra une formule 
exacte alors que pour d « petit », on devra se contenter d'une majoration 
(cf. le corollaire 13.7p . Le terme Zq (respectivement les termes Zi, Z4) 
correspond à la sommation sur les d qui sont « grands » (respectivement 
« petits »). Les majorations de J^sid, £, (B) obtenues à la section 13.31 per- 
mettront de montrer que les termes Zi, . . . , Z4 ne contribuent pas au terme 
principal de la fonction zêta des hauteurs. Ceci est l'objet des propositions [ÎT] 
et 14. 3[ La proposition 14.41 calcule explicitement le terme Zo (modulo de nou- 
veaux termes d'erreur qu'il s'agira de contrôler, cf. la sous-section 14.31 pour 
plus de détails) grâce à l'expression exacte de J^sid, £, ^) pour d « grand », 
et dégage ainsi le terme principal de la fonction zêta des hauteurs. 

La démonstration du théorème 12.31 s'obtient alors en combinant les pro- 
positions [411 US! et [431 
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3 Quelques lemmes 



Nous rassemblons dans cette section quelques lemmes qui nous 
utiles lors de la démonstration du théorème I2.3[ 

3.1 Un lemme combinatoire 
Notation 3.1 

Soit r ^ 1 un entier. Pour G posons 
et 

FUp, T) (1 - p n 11(1 - T,) F.(p, T). 

i i 

Notons que pour tout p G N on a 

F(,,+^)(p,T)=p'^F,(p,T). 

Proposition 3.2 

Soit V G N*-. 

J. SoiÉ n G N^ On pose 

m = Min(nj + z/j) 
Ji = {i G {l,...,r}, ni ^ 1} 
/2 = {îG{l,...,r}, ^2} 
et i^' = {z G /i, nj + z/j ^ m + 1}. 

Si /i 7^ {1, ... , r}, ie coefEcient d'indice n de Fi,{p, T) vaut 
p"" si Ii = 

pm _ pm-1 g- ^ et K = 

si K ^ 0. 



1 = {1,... 


,r}, ie 


coefEcient d'indice n de F^(p, T) vaut 


' 


si 


hnK 




si 


l2 = et K ^ 


< 


si 


et K = 




p'" si 


et K ^ et /a n = 


. -p— 1 


si 


I^ = K = 0. 
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En particulier on a 



F(o,...,o)(p,T) = l- J]T,. 



(3.10) 



2. F^{p, T) est un polynôme dont le degré partiel en chaque Ti est majoré 
par Max(î^j) + 1. 

3. Soit p ^ 1, e > et (î7i)i^i^r des nombres complexes de module 1. On 
a pour tout v la majoration 



F. (p, {VrP'^)) ^ (2 + Max(z/,) - Min(z/,))>^-(^>) (3.11) 



Démonstration : Montrons le point [H Notons a„ le coefficient en ques- 
tion. 

Supposons d'abord Ii ^ {1, . . . ,r}. Un peu d'attention montre que a„ 
s'écrit alors 



( — l)'^ pMin((ni+i/i)i^j,(ni-l+i/i)igj) 



JC/i, 



soit 



(-if j: p-' + j: (-1)' j: 



0<k<r 



JCh, 
#J=k 
J\K^0 



0<k<r 



JCK, 
#J=k 



On a donc, par un argument combinatoire classique, 

p"" si II = 

pm _ pra-1 gj ^ et K= l 

SI K ^0. 

Supposons à présent Ji = {1, . . . ,r}. Alors a„ s'écrit 

( — 1)*"' pMm((nj+i/i),^j,(ni-l+jyi)jgj) 



JC{l,...,r}, 
#J=k, 



+Min((rii-l+î/i)i^j,(ni-2+!/i)igj) 



JCh, 
#J=k, 



Em)' E 



P 



Min{{ni+Ui)if±j,(ni-l+Ui)i^j) 



0<k<i- 



JC{l,...,r}, 
#J=k, 



(3.12) 



(3.13) 



(3.14) 



(3.15) 
(3.16) 
(3.17) 
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On en déduit qu'on a 



(3.18) 



0<k<r 



JCK, 
#J=k 



0<k<r 



JCh, 
#J=k 

J\K^0 



Or on a, toujours par un argument combinatoire classique, 



0<k<r 



JCK, 
#J=k 



et 



E (-1)' E 



-m— 1 



' si/an/r ^ 

-p»" si/2 = 0etir^0 

si /2 7^ et = 

-p™ si /2 7^ et 7^ et /2 n = 

si/2 = is:=0 



r si /2 n ^ 

si /s = et 7^ 

si /s 7^ et = 



(3.19) 



JC/i, 
#J=k 



^ si /2 7^ et 7^ et /2 n K = 
^"^-1 si Jo = K = 



(3.20) 

On en déduit le point [H 

^ Montrons le point O Soit n G N"* tel que le coefficient d'indice n de 
F^{p,T) soit non nul. 

Supposons II 7^ {1, ... , r}. Soit zq G {1, . . . , r} \ /i. On a donc 



(3.21) 



Comme le coefficient d'indice n est non nul, d'après le point [T] on a 

Vï G II, rii + i^i = m ^ z/jg (3.22) 

On a donc 

Vz G {l,...,r}, ni^Max{uj) (3.23) 

Supposons à présent Ji = {1, . . . ,r}. Comme le coefficient d'indice n est 
non nul, d'après le point [T] on a soit /2 = soit J2 7^ et 7^ et 
n /2 = 0. 

Si /2 = alors = 1 pour tout i. 

Supposons à présent /2 7^ et i^' 7^ et i^' fl /2 = 0. Comme 7^ et 
K n I2 = 0, i\ existe io E Ii\ I2 tel que 



(3.24) 
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d'où m ^Pi^. 



Comme i^T fl /2 = 0, on a pour tout i & I2 



Ui + Ui = m ^ u 



(3.25) 
(3.26) 



et donc 

Vi G I2, Ui ^ Max(z/j) 

Finalement on a montré que quelle que soit la valeur de n telle que le 
coefficient d'indice n est non nul, on a 



Vi, rii ^ Max(z/j) + 1. 



(3.27) 



Montrons le point [3l En utilisant (13. 3p , on se ramène aussitôt au cas oii 
Min(z/j) = 0. Dans ce cas, on a pour tout n 



Min(ni + z/j) - ^ 0. 

D'après les point [U et El on a 

^ 2 Max(z/i + 2Y. 



(3.28) 



(3.29) 

(3.30) 
□ 



3.2 Une estimation 
Lemme 3.3 

Soit r ^ 1 un entier, (a^) & C^"^ et p > un réel. On suppose qu'il existe 
un réel e > tel que la série 

F{z) = Hil - pz,) Y, «r^n^r (3.31) 

converge absolument dans le domaine \zi\ ^ + e. 
Soit 

||F||^_/=â'Max \Fir^^p-')\. (3.32) 

On a alors 

VnGN^ |a^| ^ J](n, + 1)||F||^_, p. . (3.33) 



25 



Démonstration : Si on écrit F{z) = J2 Yl^? ^ d'après les esti- 
mations de Cauchy 

VnGN^ ^ p?"\ (3.34) 

Or on a ^ ^ 

an= ^ bmP' (3.35) 

T7a+Tri'=Ti. 

Le résultat en découle aussitôt. □ 
Lemme 3.4 

Soit r ^ 1 et D G DiVeff(^)^ On pose pour d G N'' 



SGDiVeff(^)'- 
deg(S)=d 



Ji existe une constante c > (ne dépendant que de ^) telle qu'on ait la 
propriété suivante : pour tout réel 6 > 0, il existe une constante > (ne 
dépendant que de q) telle qu'on ait 

W^^^rr I 1^ l+r(2+E2Max{KD0)-MinKî),)) dog(pgcd(B,) (1+^)^'^^ 

Va G N , |ad,D|^CeC " gacg^pgca^x^,J ^ , _ 

(3.37) 

et 

VdGN'-, \ad,'D\^ce{di + l)c ^ ^ ^ çdcg(pgcd(î),) ^ 

(3.38) 

Démonstration : Formons la série génératrice 

Z^{T)'^ aa,^ l[Tf (3.39) 
= ^ ^dcg(pgcd(î),+go) J~j'2^deg(s,)_ {3A0) 

SGDiVefff^)'- 

Cette série s'écrit comme le produit eulérien (cf. les notations de la section 

m 

n F(„(a,^))(g.,T^"). (3.41) 
On a donc d'après la proposition 13.21 
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avec 

^(^) = n l-nluT.)U (3-43) 

et 

^^(^)- 11 i-(nT,)^ • ^^-^^^ 

Compte tenu du point [3] de la proposition 13.21 on a 

l|Gdl,-.< n ^ '° (3-45) 

(i;{2),))^{0) 

(3.46) 

D'après le lemme lXÏÏl on a le résultat voulu. □ 

3.3 Comptage de sections globales 

Les résultats de cette partie sont à la base de l'estimation de la quantité 
}Nfs((i, £, 2)) introduite à la section [2^31 Les démonstrations reposent sur de 
l'algèbre linéaire élémentaire, ainsi que sur le théorème de Riemann-Roch 
(lemme ri.171) . 

Lemme 3.5 

Soient Di, 'D2, D[ et D'2 des diviseurs de 'tf tels qu'on ait 

Vi + V[ ~ ©2 + 2)2. (3.48) 

Soit Si (respectivement S2) une section globale non nulle de 0^^{T>i) (respec- 
tivement Oc^{D2)). On fixe un isomorphisme 

0.^(Œ)i + ©;) ^ 0.^(1)2 + D2), (3.49) 

ce qui permet de déûnir l'application linéaire 

^s„s, : H%^,G^4'D[)) X H%^, 0.4%)) H^{^,0^i'Di + !)[)) (3.50) 

qui à (ti, ^2) associe ti si +t2S2- 

Soit 5 le degré de Di + D'^ (ou ce qui revient au même celui de T>2 + ©y . 
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1. On suppose qu'on a l'inégalité 

ô < deg(Œ)i) + deg(Œ)2) - deg(pgcd[div(si), div(s2)]). (3.51) 

Alors fsi,s2 esÉ injective. 

2. On suppose qu'on a l'inégalité 

5 ^ deg(2)i) + deg(D2) - deg(pgcd[div(si), div(s2)]). (3.52) 
Alors on a 

dim(Ker ((/?,,,, J) ^ l+5-deg(2?i)-deg(Œ)2)+deg(pgcd[div(si), div(s2)]). 

(3.53) 

3. On suppose qu'on a l'inégalité 

ô ^ deg(2)i) + deg(2)2) - deg(pgcd(div(si), div(s2))) + 2g-l. (3.54) 
Alors on a 

dim{Ker{(psi,s2)) = l-5'+5-deg(Di)-deg(D2)+deg(pgcd(div(si), div(s2))) 

(3.55) 

et 

Im(v?.„.J = {se H\^, O^(Œ)i+D;))\{0}, div(s) ^ pgcd(div(si), div(s2))}U{0} 

(3.56) 

Démonstration : Quitte à remplacer par un diviseur linéairement 
équivalent, on peut supposer qu'on a 

Di + V[ = ©2 + 2)2 = (3-57) 

On peut également supposer qu'on a pgcd(div(si), div(s2)) = 0. Soit (^1,^2) G 
Ker(y9sj S2). Notons qu'on a ti = si et seulement si ^2 = 0. Supposons 
('^i)''^2) 7^ (0,0). Comme on a Si ti = —52^2, on a 

div(ti) + div(si) = div(t2) + div(s2) (3.58) 

d'où 

div(ti) ^ div(s2). (3.59) 

En particulier, on a 

deg(2)2) ^ (D'i) = deg(î)) - deg(î)i) (3.60) 

ce qui montre la première assertion. 

Par ailleurs on en déduit facilement de (I3.59P que l'application u 1-^ 
{us2,usi) est un isomorphisme de if°(^, 0<^^(!D'^ — D2)) sur KeT{{p(^si,s2))- 
On en déduit les deux dernières assertions, compte tenu du lemme fTTTTl □ 
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Corollaire 3.6 

Soient Di, D2, T)^, D[, T)^ et D'^ des diviseurs de tels qu'on ait 

Di + D; - î)2 + 2)2 ~ 2^3 + 2^3- (3-61) 

Soit Si (respectivement S2, S3) une section globale non nulle de 0'^{Di) (res- 
pectivement 0^^(1)2), O'Al^s}). 
On fixe des isomorphismes 

O^pi + D'i) ^ 0^(2)2 + 2)2) (3.62) 

et 

0^(2)i + 2);) ^ 0^(2)3 + 2)^), (3.63) 
ce qui permet de définir l'application linéaire 

ips„s,,ss ■■ i/°C^, 0^(2);)) xi7°C^, 0^(2^^)) xi7°(^, 0^(2)^)) ^i/°(^, 0.^2)1+2);)) 

(3.64) 

qui à {ti, t2, ts) associe ti Si + t2 «2 + ^3 «3- 
On note 5 le degré de T>i + 2)'^. 

1. Le cardinal de l'ensemble des éléments (^1,^2,^3) de Ker{(psi,s2,s3) véri- 
fiant ts 7^ est majoré par 

ç2+2 5-deg(Di)-degCr>2)-deg(D3) _^ çl+deg(D^)_ (3.65) 

2. On suppose qu'on a 

ô ^ deg(2)i) + deg(2)2) - 1 (3.66) 

Le cardinal de l'ensemble des éléments (^1,^2,^3) de Ker(93si,s2,s3) véri- 
fiant ts ^ est majoré par 

ç2+2 5-deg(Di)-deg(D2)-degCr>3) ^3 Q^) 

3. On suppose qu'on a 

5 ^ deg(2)i) + deg(2)2) + 2 ^ - 1 (3.68) 

et 

ô ^ deg(2)2) + deg(2)3) + 2g-l. (3.69) 
Alors le noyau de 'Psi,s2,s3 est de dimension 

3 

2{S+l-g)-J2 deg(2)0 + deg(pgcd(div(s,)). (3.70) 

i=l 
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Démonstration : On peut supposer qu'on a 

Di + V[ = 1)2 + 2)'2 = D3 + 2)'3 = D (3.71) 

et qu'on a pgcd(div(sj)) = 0. 

Soit ta un élément non nul de H^{^, ©.^(Dg)) qui est dans l'image de 
Ker((y9sj 82,33) par la troisième projection. On a donc 

div(t3) + div(s3) ^ pgcd[div(si), div(s2)] (3.72) 

soit 

div(t3) > pgcd[div(si), div(s2)]. (3.73) 

D'après le lemme fTTTTl le cardinal de l'ensemble des éléments vérifiant cette 
propriété est majoré par 

çl+deg(D!j)-deg(pgcd[div(si),div(s2)])_ 

Par ailleurs si est un tel élément, l'ensemble des couples (^1,^2) tels que 
(^1, ^2, ^3) G Ker((y9si,s2,s3) 6st un espace affine de direction Ker((y98^ gj). D'après 
les points [U et [2] du lemme [375l le cardinal de cet ensemble est majoré par 

çl+dog(î))-dog(Bi)-dog(D2)+dcg(pgcd[div(si),div(s2)]) ^3 

si 

1 + deg(Œ)) - deg(Œ)i) - deg(2)2) + deg(pgcd[div(si), div(s2)]) ^ (3.76) 
(ce qui est toujours vérifié si l'hypothèse 13.661 est satisfaite) et par 

çl+deg(D)-deg(î)i)-deg(B2)+deg(pgcd[div(si),div(s2)]) _^ ^ ^3 yy^ 

sinon. On en déduit les points [T] et [2l 

Montrons le pointO D'après le point[3]du lemme [3751 et l'hypothèse (13.680 
un élément non nul de if°(^, 0<,f (Dg)) est dans l'image de KeT{ipsi,s2,s3) 
par la troisième projection si et seulement si 

div(t3) + div(s3) ^ pgcd[div(si), div(s2)] (3.78) 

i.e. si et seulement si 

div(t3) > pgcd[div(si), div(s2)]. (3.79) 

Ainsi l'image de la projection de Ker(y9si,s2,s3) sur if°(0<^(!D3)) est isomorphe 
àif0(O.^(2)'3-pgcd[div(si),div(s2)])). 
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Or on a 

deg(Œ)^ - pgcd[div(si), div(s2)]) ^ deg{V',) - degiV^) (3.80) 
soit d'après l'hypothèse (j3.69l) 

deg{V'^ - pgcd[div(si), div(s2)]) ^2g-l. (3.81) 
On conclut grâce au lemme 11.171 et au point [3] du lemme 13.51 □ 
Corollaire 3.7 

Soit d e et £ G Diveff(^)^ vériûant 

Vi G {1,2,3}, V^i(d,£)^0. (3.82) 

1. Pour tout (B G Pic {^)s ej '^sid, £, ^) est majoré par 

2+3 do+E'^»+2 deg(£o)+E deg(£,)-X; deg(3-,) 



_^ ç5+2do+2c(i+2d2+c;3+deg(£o)+dcg{£i)+deg(£2)-deg{î-3) j-g gg^ 

2. 022 suppose qu'il existe j G {1, 2, 3} tel que la condition 

0j(d,£)^2^-l (3.84) 

est vérifiée. Alors pour tout (â G Pic ('^)5£, 3\f5(d, £,C) est majoré 
par 

^2+3do+E'i.+2 deg(£o)+Edcg{£0-Edeg(:FO ^ ^deg{pgcd{div(s,)+£,+T,)) 

(3.85) 

3. On suppose qu'il existe j, k G {1, 2, 3} avec j ^ k vériûant 

(j)j{d,E)^2g-l (3.86) 

et 

Md,^)^2g-l. (3.87) 

Aiors, pour tout (B G Pic i^Ys e, quantité 'Nsfiid, £, ^) fc/. ia sous- 
section \4.3.1\) est égale à 

2(l-g)+2do+E'^.+2deg(£o)+Edeg{£,)-Edeg(3-,) 

X çdeg(pgcd(div(sj) + £j+3"i)) ^3 gg^ 
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Démonstration : Quitte à permuter les indices, on peut supposer qu'on 
a j = 2 et k = 3. Pour tout (sj) G d applique alors les différents 

i 

résultats du corollaire 13.61 avec 

= + d, Di + £i + S'i (3.89) 

et 

'D[ = ^^+^do + + deg(£o) + J2 deg(£.) - àeg{%) J (3.90) 

On somme ensuite les contributions obtenues sur l'ensemble des éléments 
(si) G d ■ Pour le point [H on utilise en outre le fait qu'on a, d'après le 

i 

lemme [1.171 

^Ia^Q « . (3.91) 

□ 

En utilisant le lemme 13.41 on déduit aussitôt du corollaire 13.71 le corollaire 
suivant. 

Corollaire 3.8 

Il existe une constante c > (ne dépendant que de'^) et pour tout réel 9 > 0, 
une constante ce > (ne dépendant que de q) telles qu'on ait la propriété 
suivante : soit d G N"^ et £ G DiVeff(^)^ vérifiant 

Vi G {1,2,3}, ^i{d,E)^{]. (3.92) 

Alors 

1. pour tout Ê G Pic (^)5 £, ^^(d, £, (E) est majoré par 

cec " 

2+3 do + {2+e) dcg{£o)+E deg{£,)-E deg(3-,)+deg(pgcd(£,+3-,)) 

X g » i i 

_^ ^5+2do+2di+2d2+rf3+dog(£o)+deg(£i)+dog(£2)-deg(3^3). j-g gg^ 

2. si en outre il existe j G {1, 2, 3} tel que la condition 

(j)j{d,E) ^2g -1 (3.94) 

est vériûée, pour tout <t G Pic (^)5£, '^sid, £, (B) est majoré par 

cec " 

2+3do+2di + (2+6»)(c(2+d3)+2 dcg(£„)+E dcg{£i)-E deg{î-i)+deg(pgcd{£i+?-i)) 

x[di+l)q 



(3.95) 



32 



3.4 Quelques propriétés de la fonction 

On note {0, 1)5. l'ensemble des éléments (eo,e, /) G {0, 1}^ vérifiant 

Min \Y,e, + j , | eo + ^^(e, + /,) j , eo + J^e, = 0. (3.96) 



Lemme 3.9 

1. On a 



V(eo,e,/)G{0,ir, l{o,i}^(eo, e, /) = li%{e',,e' , f) (3.97) 

O^eo^eo 

En particulier, pour tout (cq, e, /) G {0, Ij^y (0, . . . , 0), /(/^(eo, e, /) est 
nul. 

2. Soit eo G {0, 1}. On a 

J2 /i^(eo,e,/) = (3.98) 

(e,/)G{0,l}6 

3. Soit (eo, e, /) G {0, 1}''. Oii suppose que Fune des conditions suivantes 
est vérifiée 

(a) eo + + fi) = 1; 

i 

(b) eo = ei = e2 = es = ; 

('cj eo = eÉ il existe un i & {1, 2, 3} Ée] que e^ = 1, = eÉ Cj = 
pour j ^ i. 

Alors /i5(eo, e, /) esÉ nul. 

Démonstration : Le premier point n'est autre que le contenu de la re- 
marque 11.221 dans le cas où X = S", compte tenu de la de la description de 
"3 s donnée à la section [2m Les autres points s'en déduisent aussitôt. □ 

Lemme 3.10 

Pour £ > 0, ia série 



|/U5(£)| g L . . J (3.99) 

£GDiVeffCr)7 

est convergente. 
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Démonstration : D'après la proposition 11.211 la série en question s'écrit 
comme le produit eulérien 



n 1+ Yl |/i5(eo,e,/)| ^ ' ^ (3.100) 

v&'^m (eo,e,/)e{0,l}'^ 
(eo,eJ)7^{0,0,0) 

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les 
conditions 

(eo, e, /) ^ (0, 0, 0) et /i° (eo, e, /) ^ (3.101) 

entraînent 

- Q + ^) ^eo + Çe, + f}j < -1 (3.102) 

ce qui découle aussitôt du point 3 (a) du lemme lXÔl □ 

Lemme 3.11 

Les séries 



^ |/^s(£)| g-|d<'g(£o)-|(dcg{£i)+deg(£2))-|deg{£3)+|(deg(3-i)+deg(3-2))-f deg(:F3) 
eeDiveffC^)7 

(3.103) 

eÉ 



E _| deg(£o)+Edcg(£.), X 
|/i5(£)| q ^ » ^ (3.104) 

£eDiveff(%f)7 

sont convergentes. 

Démonstration : En raisonnant comme dans la preuve du lemme 13.101 
on voit qu'il suffit de montrer que les conditions 

(eo, e, /) ^ (0, 0, 0) et /i° (cq, e, /) ^ (3.105) 

entraînent 

- - lie, + 62) - + l{fi + /2) - < -1, (3.106) 



respectivement 

_ 3 
~ 2 



^eo + ^eij < -1. 



Ceci découle facilement du point 3 du lemme 13^ 



(3.107) 



□ 
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Lemme 3.12 

Soit p > 0. La série 



2eDiveffCr)7 



est convergente. 



E2 Ma.yL{v{E,)+v{^^,))~Mm(v{E,)+v{9■^)) 



^ çdeg(pgcd(£,+3-,))^ 4 



dGg{£o)+Edcg{£0+deg(3-,) 



(3.108) 



Démonstration : D'après la proposition 11.211 la série en question s'écrit 
comme le produit eulérien 



n 



1 + 5Z |/^5(eo,e,/)| p 



2 Mm(Êi+/i)-Max(ei+/i) 



qv 



eo+E(ei+/»)+Mm(Ê,+/i) 



, (eo,e,/)e{0,l}^ 
\ (Êo,eJ)^(0,0,0) 



(3.109) 

Pour montrer que ce dernier produit converge, il suffit de montrer que les 
conditions 



(eo,e,/)^ (0,0,0) et /i° (eo, e, /) ^ 



entraînent 



3 
4 



eo 



+ Min(ei + fi)<l 



ce qui, là encore, découle facilement du point 3 du lemme [331 



(3.110) 

(3.111) 
□ 



4 Démonstration du résultat principal 

4.1 Le terme 
Proposition 4.1 

Le rayon de convergence de la série 

J2 /^5(£) Y. ^4(£,Ê,T) (4.1) 

est strictement supérieur à . 
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Démonstration : Rappelons que pour £ et ^ donnés, Zi{E,<E,T) est 
donnée par l'expression 

^=«.o,«Ç«.., ^ W.Ke.î.)T"°"^Ç* (4.2) 

V'i(d,£)^0 
4>i(d,E)<2g~l 

Les conditions 

Vi G {1,2,3}, 0i(d,£)<O (4.3) 

entraînent les inégalités 

^ do < deg(3^i) + deg(3^2) + deg(3^3) + 2 g, (4.4) 

^ di < deg(3^2) + deg(3^3) + 2 (7, (4.5) 

^ ^2 < deg(3^i) + deg(3^3) + 2 g, (4.6) 

^ 4 < deg(3^i) + deg(3^2) + 2 (7. (4.7) 

En particulier ^4(8, (S, T) est un polynôme en T à coefficients positifs. La 
proposition 14.11 découle alors du lemme [42] ci-dessous. □ 

Lemme 4.2 

Il existe un réel 9 > tel que la série 

J2 l/^5(£)| E U^X,q''^') (4.8) 

soit convergente. 

Démonstration : Fixons £ G Diveff(^)^ et ^ G Pic (^)5_£. D'après le 
corollaire 13.81 et la remarque ci-dessus, on a 

Z^{E,,(a,q'^+')^A{e) + B{e) (4.9) 

avec 

2+{3 9-l) deg(£o)+(2 9-l)Edeg(£z)~Edcg{:Fi) 

A(^) = ceq . « 

^ çdeg{pgcd(£,+:F,)) Max(.(£.)+-(^.))-Min(.(£0+-{7.)) 

X 5^ q ^ (4.10) 

0^(io<deg(î-i)+deg(?2)+deg(5-3)+2g 
Oï;di<deg(5-2)+deg(3-3)+2s 
OïCda <deg(î-i )+deg(3-3)+2 g 
0<d3<deg(3-i)+deg(3-2)+2g 
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et 

J^^0^ ^ ç5+(3e-2) deg{£o)+{2e-l)(dcg{£i)+deg(£2))+{2e-2) dcg{£3)-deg(3-3) 

X ^ ^3edo+2edi+2 9d2+i-i+2e)d3 (4 11) 

0^c(o<deg(3^i)+deg(3-2)+deg(3-3)+2g 
0«:di<deg{5-2)+deg(73)+2g 
0^d2<deg{3^i)+deg(73)+2g 
0<d3<deg{3^i)+deg(î-2)+2g 

En utilisant, pour p > 1 et ^ 1, la majoration J2 ~l' 

0<id<N ^ 

déduit les majorations 

2+24ge+(3e-l) dcg(£o)+(2e-l)Edcg(£,)+(9e-l)Edeg{3^i) 
X çdeg(pgcd(£.+:f.)) Max(.(£,)+.(?0)-Min(.(£.)+.(:F.))^ ^^^^^^ 

et 

-S(é') ^ cg dcg(£o)+(2e-l)[dog(£i)+dcg(£2)] + (2e-2) deg(£3) 

^ ^79 dog(Ji)+7e dog(3-2)+(-l+7e) dog(5-3)_ (4.13) 

où cq et Cg sont des constantes ne dépendant que de 9. Les majorations (I4.9I) . 
(I4.12P et (14.131) ainsi que les lemmes 13.111 et 13.121 montrent le lemme I4.2[ □ 

4.2 Les termes Zk pour 1 ^ /c ^ 3 

Proposition 4.3 

Pour 1 ^ ^ 3 ia série 

Y, Psi^) E ^^'(S'^'^) (4-14) 

est q'^ -contrôlée à l'ordre 2. 

Démonstration : Nous traitons le cas où /c = 3, les autres cas s'en dé- 
duisent par permutation des indices. 

Rappelons que pour £ G Diveff(^)^ et e G Pic (^)5^e, Z3(£,e,r) est 
donnée par l'expression 

^3.o,<£„,«Ed.,(£,) ^ x.(d,e,s)r""*'Ç* (4.16) 

</.i{d,£)<2g-l 
<A2{d,£)<2g-l 
</.3(d,£)^2g-l. 
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Soit 6 un réel strictement positif. D'après le corollaire 13.81 Z^{E,(t,T) est 
majorée par la série 

l+Y,2Ui!.^{v{Ei)+v{Fi))-Min{v{Ei)+v{F^)) 
CgC " (4.16) 

3dcg(£o)+2Edcg{£0 2+2 deg{£o)+Edeg{£,)-Edeg(3-,)+deg(pgcd(£,+3-,)) 

X T ' q ' ' (4.17) 

X Y, (^3 + 1) (di+d.) y3do+2E'i. 

0<do<5 deg(î-i)+i deg(î-2)+deg(S3)+2 5 
0^c(i<deg(3-2)+deg(3-3)+2g 
0^d3<deg(5-3)+deg(3-3)+2<; 



(4.18) 



On en déduit que Z^^E., <B,T) est majorée par la série 

(E(^3 + l)(gT)^M ZsAe^,T) = \ ZsA^,T) (4.19) 

où Z3_6)(£,T) est donnée par l'expression 

1+E2 Max{î;(£,)+t'{î',))-Mm(t;{£,)+î'{îi)) 

cec " (4.20) 

3deg(£o)+2Edog(£,) 2 deg(£o)+E deg(£,)-E deg(:F,)+deg(pgcd(£,+5-,)) 

T . g » , (4.21) 

ç3(io+(2+6») (c(i+c(2) 2^3do+2di+2d2 (4 22) 

0^do<| deg(3^i)+| deg(3-2)+deg(3-3)+2s 
0^dl<deg(5-2)+deg(Î3)+2g 
0^d2<deg{3^i)+deg{Î3)+2 3 

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 14.21 on montre qu'il existe 
un réel > tel que la série 

J2 \i^smzsA^,q-'^') (4.23) 

soit convergente, ce qui conclut la preuve de la proposition 14.31 □ 

4.3 Le terme Zq 
Proposition 4.4^ 

Il existe une série Zo{T) de rayon de convergence strictement supérieur à 
telle que 

% (g-^) = (g - 1)^^(-^) n (1 - g.7^)-(^-(^)) ^âSy (4-24) 
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et _ 

Zo{T) - Z.4q^T') Z^iqT^f Zo{T) (4.25) 

est q'^ -contrôlée à V ordre 2. 

La démonstration de cette proposition occupe le reste de cette section. 

4.3.1 Décomposition de Zq 

Pour 8 G Diveff(^)'^ et (£ G Pic^C^)^^, rappelons que Zo(£,(S,T) est 
donnée par l'expression 

^3a.„.o«E..«(y ^ X.(d,e,C)r"'"^?*. (4.26) 

Vl<ï^3, i/)i(d,£)>0 

3fc,fe',fc5^fc',()!>fc((i,£)>0 
et 0;,/(d,£)>O 

Soit Zo,o(£,^,î') la série définie par l'expression (14.261) où l'on a rem- 
placé J^s par ^5,0, où INT^ old, £, ^) représente le cardinal de l'ensemble des 
éléments 

{so,Si,ti) e 'K'^^a^ X X J]^ J{5,,do+j^rf^+deg(£o)+E deg(£,)-deg(5-,) 

(4.27) 

vérifiant la relation tj sg^ sg-^ = 0. 

Pour 1 ^ A; ^ 3, soit Zo,fc(£, ^,T) la série définie par l'expression (I4.26P 
où l'on a remplacé Jis par Jis,k^ où Jis,k{.d,^,<B) représente le cardinal de 
l'ensemble des éléments 



(So, (Sj), {ti)i^k) e X JJ^ X W 3^;j,,do+Edj+deg(£o)+E deg(£j)-deg(î-,) 

(4.28) 



i^k 



vérifiant la relation ^Siti S£. sg^. = 0. 

i^k 

Soit enfin Zo,4(£,^,T) la série définie par l'expression (14.261) où l'on a 
remplacé "Ns par J^s^^ où 

X5,4(d, e, e) ^=^^ #:k-,„,,„ n#^'«^.,'^r (4-29) 

i 

On a ainsi 

3 

N5,o(d, £, e) = y^sid, + ^sAd, £, e) - 2 ?^5,4(d, £, ^) (4.30) 

fe=i 
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d'où l'écriture 



3 

Zo(£, T) = Zo,o(£, e, T) - ^ Zo,fc(£, e, T) + 2 ^0,4(6, e, T). (4.31) 

fc=i 

La proposition 14.41 découle alors des propositions 14.61 14.71 14.91 et 14.101 
Remarque 4-5 : Compte tenu de la description du torseur universel de S 
donné à la section 12.11 et rappelant que 5*0 désigne la surface S privée des 
droites (£î)o<î^3 et (3^i)i^i^3, on voit que la décomposition f l4.30p correspond 
à la décomposition géométrique 

5\ U £. = 5o U U (9^A£0- (4-32) 

□ 



4.3.2 Le terme Z04 
Proposition 4.6 

Le rayon de convergence de la série 

J2 Yl ^o,4(£,e,r) (4.33) 

£eDivefff^)7 e6Prc°(%f)^s_e 

est strictement supérieur à . 

Démonstration : Rappelons que ^0,4(8, (S, T) est donnée par l'expression 

et (/)j./((i,£)>0 

D'après le lemme fTTTl pour tout réel 9 strictement positif, ^0,4(8, est 
majorée par 

4+(3e-3)deg(£o)+(2 6>-2)Edeg(£i) ^ (3 9-2) (io + (2 6>-l) E^i 

q ' ' ■ (4.35) 

Ainsi pour 6 assez petit on a 

^ /r. ^ 1 4+{39-3)deg(£o)+(2e-2)Edeg(£.) 

Zo,4(£,e,g-^+'')^- ^ . (4.36) 

(1-g 2)4 

Le lemme lS.llI permet de conclure. □ 
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4.3.3 Les termes fc pour 1 ^ k ^ 3 

Proposition 4.7 

Pour 1 ^ k ^ 3 la série 

Y, Yl Zo,k{e.,(B,T) (4.37) 

est -contrôlée à l'ordre 2. 

Démonstration : Nous traitons le cas où /c = 1, les autres cas s'en dé- 
duisent par permutation des variables. 

Rappelons que Zo,i(£, ^,T) est donnée par l'expression 

^ >,s,,(d.8.e)r""*^?* (4.38) 

VI ^3, ipi{d,E)^0 

3fc,fc',fc^fc',0fc((i,£)^O 
et <t>k,{d,E)^0 

D'après le lemme US] ci-dessous, Zo,i(£, ^,T) est majorée par la série 

/ deg(£o)+2Edeg(£.) ^ ^5+2 do+2 d,+2 d,+ds+deg(£o)+deg{E,)+deg(E,)-deg{:?s) ^^^,+2^^ ^ 

(4.39) 

donc par la série 

(1 -gT)^ ^^^'^^' ^^-^^^ 

OÙ Zo,i(£,T) est donnée par l'expression 

^3 deg(£o)+2Edeg(£.) ^ ^2 do+d3+deg(£o)+deg(£i)+deg(£2)-deg(:?-3) 2^3^0+2^3 
do,d3 ^0 

(4.41) 

Pour 6* > assez petit, Zo,i(£, g~^~^^) est majoré par 
1 



(39-2) deg(£o)+(29-l) dog(£i)+(2e-l) deg(£2)+(29-2) dog(£3)-deg(:?-3) 

-1^2 ^ 



(1-g- 

(4.42) 

Le lemme 13.111 montre alors que le rayon de convergence de la série 

Y |/i5(£)|^i(£,T) (4.43) 

eeDiVeffC^)7 

est strictement supérieur à d'où le résultat. □ 
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Lemme 4.8 

Soit d G eÉ £ e Diveff(^)^ vériûant 

G {1,2,3}, V^,(d,£)^0. (4.44) 

On a pour tout (B G Pic {'t^Ys £ majoration 

'Nsi (d, £, ^ g5+2do+2rfi+2d2+c(3+deg{£o)+deg{£i)+deg(£2)-deg(î-3)_ (4.45) 

Démonstration : Rappelons que 'Hs,i{.d, £, Ê) désigne le cardinal de l'en- 
semble des éléments 



(So, (Si), (^2,^3)) e ^{gjj^^^jX J]^ ^£„d,X W ^5«,rfo+E<i^+deg(£o)+E deg(£,)-deg(î-i) 

(4.46) 

vérifiant la relation 

S2i2S£2S5-2 = ■33^3 s £333.3. (4.47) 

Si on fixe (sq, (sj),t3), il existe au plus un élément ^2 satisfaisant la relation 
(14.47p . Ainsi J^s^id-, £, ^) est majoré par 

#^êo,rfo n #^53,rfo+di+d2+deg(£o)+deg(£i)+dcg(£2)-dog(3-3) (4.48) 

Le lemme [T. 171 permet de conclure. □ 

4.3.4 Le terme Zoo 

Rappelons que Zq q{E., <B,T) est donnée par l'expression 

3 dcg{£o)+2Edeg(£i) ^ ^ 3c(o+2E* 

T ^ J2 ^5,0 {d, £, e) T ^ . (4.49) 

Vl<i^3, i/>i(d,£)^0 
et 0fe/(d,£)^O 

Ainsi, d'après le corollaire 13.71 Zo,o(£,^,T) peut s'écrire 

3 deg(£o)+2Edeg(£,) 2 deg{£o)+E deg(£,)-E dog(?.) 

T ' Q i i 

#^£o,<io ^ 5Z g^'=s(Pscd(div(s,)+£,+:F,)) T i . 

deN* (s«)6n^*.d- 



3k,k' ,k^k' ,(j)k{d,E)'^0 
et çife/(d,£)^0 



(4.50) 
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On définit -^o,o,prmc(£? ^^T) par l'expression 

3 deg(£o)+2 E deg(£i) 2 deg(£o)+E deg(£i)-E deg(5f ) 

T i q i i 

(4.51) 

et on pose 

■^0,0,err = -^OjO.princ ~ -^0,0- (4-52) 



4.3.5 Le terme ^o,o,err 

Proposition 4.9 

La série 

J2 M^) Yl ^0,0,err(£,e,T) (4.53) 

8eDiVeff(^)7 C6Prc°(^)|_£ 

esÉ q"^ -contrôlée à l'ordre 2. 

Démonstration : Par définition, Zo,o,err(£, 2^) est majorée par la somme 
des six séries 

3 deg(£o)+2 E deg(£i) 2 deg(£o)+E deg(£i)-E deg(5i) 

T i q i i 

(4.54) 

où yi est le sous-ensemble de constitué des éléments vérifiant successive- 
ment l'une des six conditions suivantes : 

ijji{d,£,) <0, l^i^S, (4.55) 

(/)i(d,£)<0, l^i^3. (4.56) 

Nous nous contentons de démontrer que la série /^^(S) Se ■^o,o,err,i/'i (^) ^) ^)) 
où Zo,o,err,V'i(^) ^) ^) ^st douuéc par l'expression 

jnS deg(£o)+2 deg(£i)+2 deg(£2)+2 deg(£3) ^2 deg(£o)+E> deg(£,)-E, 'icg(3-,) 

deN* (^i)enJtJ,,d, 
V'i(<i,e)<o 

(4.57) 
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est g~^-contrôlée à l'ordre 2. Le procédé est le même pour les séries corres- 
pondant aux cinq autres conditions. 

D'après le lemme [T4l et la définition de ipi, pour tout réel ^ > 0, la série 
^o,o,err,v.i(£, ^,T) cst majorée par 

1+E2 Max(,;(£,)+î^(3-«))-Min(E,+3-,) 3 deg(£o)+2 E deg(£,) 2 deg(£o)+E dcg(£,)-E deg(3:0 

CqC ^ T i q z i 

((il + l)g3+2(l-g)+3do+2di+(2+0)(d2+d3)çdeg(pgcd(£,+5-,))y^'^''+^Ç'^'^ 

0^do<deg(î-i) 
0«:d2<deg(î-i) 
0s;d3<deg(?i) 

(4.58) 

donc par 

^0,0,err,Vi,e(£î^) (4-59) 



(l-gT)2 

où Zo,o,err,i/'i,6»(£, î") Gst douuéc par l'expression 

1+E2 Ma.xiv{£,)+vi3^,))-Mmiv{Ei)+v{y,)) 

Ce c - 

X T 2 deg(£o)+E.deg(£.)-E.deg(:F.) 



X 



ç3+2(l-g)+3do+(2+6»)(d2+d3)çdeg(pgcd(£,+î-i)) 2^3do+2d2+2d3 (4 60) 

0^do<deg{3^i) 
0^d2<deg{3^i) 
0^d3<deg{3^i) 

En raisonnant comme dans la preuve du lemme [42] on montre que pour 6 > 
assez petit, la série 

Y, /i5(£)^0,0,err,^i,ô(£, 9"'+') (4.61) 

est absolument convergente, ce qui permet de conclure. □ 

4.3.6 Le terme .^o.o.pHnc 

Proposition 4.10 

La série 

Y, /^5(e) Yl Zo,o,pnnc{^,^,T) (4.62) 

s'écrit ^ 

Z^{q^ T^) Z.4qT^f ^o,o,pri.c(T) (4.63) 
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ou Zo o^princ{T) est une série de rayon de convergence strictement supérieur à 
, vérifiant 

Zo,o,,.n. {q-') = {q- n (1 - q^'r^""-''^' (4.64) 

Démonstration : Rappelons que Zo,o,princ(£! ^) est donnée par l'ex- 
pression 

3 deg(£o)+2Edeg(£,) 2{l-g)+2 dog(£o)+E dog{£.)-E deg(:Fi) 

T ' q i i 

X J2 *^'^oa/'''^^'^ E g^<=s(Pgcd(div(.,)+£.+:^.))T''°'''Ç'\ (4.65) 
deN* (^«)6n^*-d- 

D'après la remarque 12.21 pour tout d G N"^, l'application 

(so,(si)) ^ (div(so),(div(si))) (4.66) 
induit une surjection de l'ensemble 

(£ePic"(<r)7 e * 

sur l'ensemble des éléments (Soi (Si)) ^ DiVeff(^)^ de degré d, surjection 
dont les fibres sont de cardinal (g — 1)^. Ainsi la somme 

Zo,o,princ(£,^,T) (4.68) 

est égale à 

, 3deg(£o)+2Edeg{£0 2(l-g)+2 dcg{£o)+E dcg(£>)-E deg(3^i) 

(g — 1) T ' q » » 

E2 deg(go)+Edog(S,)+deg(pgcd(g, + £,+Si)) 3 deg{go)+2 E deg(g,) 
q ^ T i . 

(4.69) 

L'expression précédente peut s'écrire comme le produit eulérien (c/. les no- 
tations 13.11) 

n4 9(^ n\ 3dcg{£o)+2Edeg(£0 2 deg(£o)+E deg(£0-E deg{5i) 

(g - l) q ^ ^' T ' q 

xZviq'T') n F(,(:^,)+,(£,))(g,,g,T2/'^) (4.70) 
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On pose, pour tout v G 

(eo,e,/)e{0,l}^ 

xF(e,+/,)(g.,g.T2/^). (4.71) 

Ainsi, on a 

^OAprinc(T) = Z^^^^) ^0,0,princ(£,e,T) (4.72) 

= (g-l)^g2Z^.(g2T=^) ^m(^)- (4-73) 



On pose 



Z2,.(T) ^=^^ (1 - {qTy^Y Z^^^iT) (4.74) 

de sorte qu'on a 

^o,o,princ = (g - Z.4q' T') Z.,{qT^f \[ Z^^T). (4.75) 

En reprenant les notations 13.11 Z2^v(T) peut s'écrire 
^_.!yey. E 4(eo,e,/)(g^T^)^-MgT^)^"^^^' ^.-^^^^ 

X F(e,+/,)(g.,g.T2^). (4.76) 
La proposition 13.21 montre que la série nZ2,„(T) a un rayon de convergence 

V 

strictement supérieur à q~^. 

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer qu'on a pour 
tout V E ^^^^ la relation 

Z2A^-') = (1 - g.-^)-(^'^(^)) (4.77) 

qv 

On pose, pour (cq, e, /) G {0, 1}^ 

1 -eo-E(ei+/i) _ 

fact^(eo,e,/) = _^ ' F(e,+/^) (g^, . (4.78) 

On a donc 

^2,.(g"') = 5Z /i5(eo, e, /) fact„(eo, e, /). (4.79) 

(eo,eJ)6{0,lF 

Le lemme 14.111 ci-dessous et le lemme 11.251 montrent que la relation f l4.77p 
est bien vérifiée, ce qui conclut la démonstration. □ 
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Lemme 4.11 

On a la relation 



^ /i° (eo, e, /) fact„(eo, e, /) 

(eo,e,/)e{0,l}^ 

XI /is(eo,e,/) dens5,^(eo,e, /). (4.80) 

(eo,e,/)e{0,l}7 

Démonstration : Rappelons qu'on a {cf. les notations 11.231 et ll.24p 



dens5,„(eo, e, /) = . (4.81) 

La relation (I4.80p (voire même plus directement le fait que le membre 
de gauche de (I4.80p coïncide avec le membre de droite de (I4.77P ) peut très 
bien se vérifier par force brute, avec l'aide par exemple d'un logiciel de calcul 
formel. Montrons comment on peut la retrouver via un minimum de calcul. 

Fixons eo G {0, 1}. Tout d'abord, rappelons qu'on a d'après le lemme 13^ 

J2 /i°5(eo,e,/) = 0. (4.82) 

(e,/)e{0,l}6 

Ensuite, on va montrer ci-dessous qu'on a 

V(e, /) G {0, l}^ fact,(eo, e, /) - fact,(eo, 1, 1) 

= denss,î,(eo, e, /) - denss,„(eo, 1, 1). (4.83) 

Les deux relations (14.821) et (I4.83P montrent le lemme. 

Pour montrer la relation (14.831) . on commence par remarquer que par 
définition de de F(e-+/-) on a 



fact,(eo, e, /) = (!- q^'f g--0-E.(e,+/0 ^ çMin(n,+e,+/0 ^-E.n, ^4_g4) 

= ii-q;')'qr' E ^r^"'^?.-^'"^ (4-85) 

Par symétrie, il suffit de montrer qu'on a pour tout (62,63,/) G {0,1}^ la 
relation 

fact^(6o, (0, 62, 63), /) - fact(6o, (1, 62, 63), /) 

= denss,„(6o, (0, 62, 63), /) - denss,î,(6o, (1, 62, 63), /) (4.86) 
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Considérons le cas où /i = 0. D'après (|4.8ip . le membre de droite de (I4.86P 
vaut alors 

g-o-5^|(^^^)ç^(o,e,,e3,/)^ Xi ^ 0, ^ a;, y, = } = g^-^^'^ (g, - 1 ) #4^^'^ 

(4.87) 

= (1 - g.-') 

(4.88) 

et d'après f l4.85p celui de gauche vaut 

(1 - q;'? q;'' E ''^^"'"""^^ g.-"^-"^ = (1 - q;') q;^o~e,-e,-f,-f, 

(n2,n3)eN2 

(4.89) 

d'où l'égalité cherchée dans ce cas. 

Supposons à présent /i = 1. D'après fl4.8ip . le membre de droite de (14.860 
vaut 

(qv - 1)# {{X2,y2,xs,ys) g k^^^'-M^)^ ^^y^ + xsy3 = 0}. (4.90) 
Par un calcul facile, on trouve que cette quantité est égale à 

q-^-'^'-''-''-f'-^-'{q.-l) si e2 + /2^1 et 63 + /s ^ 1 

Ç-3-eo-e2-/2(ç^_l)(2g^-l) si 63 + /s ^ 1 et 63 + /s = 

g."'"'"(g. -l)(g' + g'-g.) si e2 + /2 = et e3 + /3 = 0. 

(4.91) 

D'après (14.850 le membre de gauche de (14.861) vaut 

{l-q;'?q;'' E gf-^"-"3)ç-i-n2-n3_ (492) 

(n2,™3)eN2 
fl2^e2+/2 
fl3^e3+/3 

Si 62 + /2 ^ 1 et 63 + /3 ^ 1, l'expression (14.921) s'écrit 

(1 - ?;')' g.-^" E ^-"'^'""^ = (1 - q;;')q.''"'''-^'-''-^'- (4.93) 

(n2,n3)GN2 

"•2^e2+/2 
"3>e3+/3 
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Si 62 + /2 ^ 1 et 63 + /s = 0, on a 



(n2,n3)eN2 
»l2^e2+/2 



^^_3-eo-e2-/2(ç^_l)(2g,-l) 

Enfin, si 62 + /2 = 63 + /s = 0, on a 



(4.94) 

(4.95) 
(4.96) 



1^3 -eo 



712^1 '^3^1 "2^1 

«3^1 



(4.97) 

[g-'(l - g;^)' + 2g-2(l - g-^)^ + g;2(l - q^')] (4.98) 
g,-5-'=°(g,-l)(gf + g2_g^) (4.99) 



d'où le résultat cherché. 



□ 
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